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Exercice 1

Calculons la dérivée de chacune des fonctions suivantes :

e Soit la fonction définie par :
f(z) =2%In |22 + 1|.
Déterminons le domaine de définition de f :

Dy = {zeR, 2z+1+£0}

= {xeR, x#—;}

_ R\{_;}

Comme la fonction f est le produit de deux fonctions
dérivables sur R\ {—% alors f est dérivable et pour tout
zeR\{-1} ona,

222

f(x) =2zIn |2z + 1] + 1

e Soit la fonction définie par :

g(x) = (1+ i)gE = exp [x21n <1+ i)} .

Déterminons le domaine de définition de g :

1
D, = {zeR, 1+;>0 et = #0}

1

- {xeR, %>0 et 337&0}

= ]—o00,—1[U]0, +o0l.

car

T -1 0 400

x - | - 0 +

c+1 |- 0 4+ | +

=+ 0 -+

Comme la fonction g est la composée de fonctions dérivables

sur | — oo, —1[U]0, +00[ alors g est dérivable et pour tout
x €] — 0o, —1[U]0, +o0] on a,
gdx) = (2zln(1+ 1 + ng;zl e n(1+3)
x 1+ %

2
1 1\*
T 1+x T

Exercice 2

Etudions la dérivabilité sur R des fonctions suivantes :

e Soit la fonction définie sur R par

f(z) = |z — 1|+ |2* — 2z — 3|.

Comme 22 — 22 — 3 = (z + 1)(z — 3) alors,

f@)=lr—=1+(z+1)(x=3)|=|z—1|+|z+ 1|z — 3|

T

-1

[z —1]

1—=x

| 1—=z

|22 — 22 — 3|

2 — 2z
-3

0 —2’+2x
| +3

—27+ 22

1
0 xz—1
|
| +3

0 22 -2z

— Sur lintervalle, | — oo, —1],

flx)=1—z+2®> 20 -3 =232 -2

— Sur lintervalle, | — 1, 1],

f@)=1—-2—2>+22+3=—a?+z+4

— Sur lintervalle, |1, 3],

flx)=2—-1—2>4+22+3=—2? + 3z +2

— Sur lintervalle, |3, 4+o00],

f@)=zx—-1+2>-22-3=2—0—4
et
f(=1)=2, f(1) =4, f(3) =2
Ainsi :
2?2 — 3z — 2, T

—x? + 1+ 4, —
fx) =

w N
—_

x
—2% 4+ 32+ 2, 1 <

A\VARV/AN /N

w 8

2?2 —x—4, T
Puisque la restriction de f & chaque intervalle |—oco, —1[, |—
1,1[, |1, 3], ]3, 40| est un polyndme, alors f est dérivable
sur chacun de ces intervalles. Examinons la dérivabilité
aux points : —1, 1 et 3.

~ Dérivabilité en —1 :

_ f(— 2 _ _9_
lim flx)— f(-1) _ im © 3r—2-2
z——1— r+1 r——1— r+1
B " (x+1)(z—4)
= z+1
= lim (x—4)
r——1—
= -5
_ f(— _ 2 _
lim flx) = f(=1) _ i °+x+4—-2
rz——1+ x+1 r——1+ x+1
- i (z+1)(—z+2)
o r——1+ x+1
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Comme f;(—1) = =5, fi(=1) = 3 et fo(=1) # fi(=1) ment si,
alors f est non dérivable point —1.

x fest continue en ce point et
~~ Dérivabilité en 1 : % z_l}inr Fl(z) = zl}r_nﬁ F(x)
. flx) = f(D) B e o , ,
1 —_r - = 1 e — / — ’
R T o) = i J)
e lim f'(x) = lim f'(z)
_ lim —I(CC - 1) z—3~ z—3t
smi- z—1
! v ~» f est continue en —1 mais,
= lim (—x)
=1 lim f'(z)=—-5+# lim f(x)=3
r——1" r——1
= -1
Donc f est non dérivable au point —1.
- fa —2? 24
lim 7f(x) {( ) = lim v Sx—i—
el T o1t T ~ f est continue en 1 mais,
L (@-1)@2-=)
= 1 1 / — 1 ! = —
Jm dim fie)=1# lim f(z)=-1
= xlin11+(2 — ) Donc f est non dérivable au point 1.
= 1 ~> f est continue en 3 mais,
Comme f, (1) = —1, fi(1) = L et fi(1) # f;(1) alors f est lim f'(z)=—-3+# lim f'(z)=5
non dérivable au point 1. =1~ =3+
o Donc f est non dérivable au point 3.
~» Dérivabilité en 3 :
— (3 2243, 4929 o Soit la fonction définie sur R par :
lim 7‘]((%) ZJ’:( ) = lim T x—;—
r—3 X — r—3 X — |5U|\/m ;é 1
—_ T
—  lim —z(x —3) g(x) = x—1
23— -3 1 r=1
= zhjgf(_x) Comme 2% — 2z + 1 = (z — 1)? alors pour tout z # 1,
= -3 |z — 1]
g(z) = |$|ﬁ
] f(3) . —x?—x—4-2
lim = lim
z—3+t r—3 z—31 z—3 x 0 1
C (r—3)(z+2) 2] |-z 0 =z | =
= 1 =T ) -1 91
z—3+ r—3 z—1
glz) | o 0 —= || =
= lim (2+2x)
z—3+ et par suite,
=5
T <0 ou x>1
f(3) = =3, fa(1) = 5 et fy(1) # fi(1) alors f est non gle)=q —o= Osw<l
dérivable au point 3. 1 =1
ou encore,
Autre méthode : f est dérivable sur R\ {—1,1, 3} et,
_J = <0 ouz>1
2r —3 r < —1 9(x) = -z 0<z<1
-2z +1 -l<z<1
fl(x) = v v Comme la restriction de g & chaque intervalle | — oo, 0],
—2z+3 I<z<3 ]0,1[ et ]1, 400 est un polyndome alors g est dérivable sur
9% — 1 >3 R\ {0,1} et on a :
Comme f" admet des limites & droite et & gauche au point g (z) = { 1 1 g <0 oul z>1
—1 (resp. 1 et 3), elle sera dérivable en ce point si et seule- N ST<

~+ g est non continue au point 1 puisque lim g(z) # g(1),
r—1—

donc g est non dérivable au point 1.
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~+ g est continue au point 0 mais

lim ¢'(z) =1# lim ¢'(z)= -1

rz—0~

donc g est non dérivable au point 0.

Remarque :

—g(1 —x—1
lim M = lim m =400
r—1— x—1 z—1- x—1
et
lim ¢'(z) = —1
rz—1—

Ceci est di a la non continuité de g en ce point.

e Soit la fonction définie sur R par :
I (1+e7) 0
W) = n e x #
0 z=0

La fonction h est dérivable sur R*, puisque la restriction de
cette derniere a R* est la composée de fonctions dérivables
sur R*.

lirrb h(z) = lim In (1 + 67$> =0 = h(0).

Tr—

Dong, la fonction h est bien continue en 0.

Etudions la dérivabilité de h en 0.

B In (1 + e—i)
i @) —h(O) o BT )
x—0 xr — 0 x—0 xX
In (1 + e_i) .
= hn}) T re =2
T— e w2
= 0t
car (1 . ¢
lim M =1 et lim e® = 0t
t—0 t t——00

Ainsi, h est dérivable en 0 et A'(0) = 0.

Autre méthode : Soit = # 0,

2
3
1
1+ ea?
2
lim /' (x) = lim < a? )
z—0 z—0 \ 1 + ez

Cette limite est une Forme Indéterminée 2. En appli-
quant, par exemple, la regle de 'HOSPITAL on obtient,

h(z) =

lim A/ (x) =0

z—0

Exercice 3

Soit la fonction définie sur Ry par :

o) ={ Vi

ax? +br+1

0<xr<1
z>1

la fonction f est dérivable sur ]0,1[ et ]1, +o00[ puisque la
restriction de f a lintervalle ]0,1[ est la fonction racine

qui est dérivable sur R, et la restriction de f & ]1,4o00[
est un polynoéme qui est dérivable sur R. on a :

1
flx)=1{ 2V’

2ax+b, x>1

O<zr<l1

Comme f’ admet une limite & gauche et & droite au point
1, elle sera dérivable en 1 si et seulement si,

x [ est continue au point 1, i.e.,

lim f(z) = lm f(z) = f(1)

rx—1—
li () = i "(z).
T S =l S
Ainsi,

lim f(z)= lim f(z)=f1)<=1=a+b+1

z—1— z—1t

et 1

xligl— f(x) = lligh f(z) = 5 =2+ b.
D’ou le systeme suivant,

a+b+1 =1 a = %

{ 2a+b = % — { b = %1
et la fonction cherchée est la suivante,
N 0<z<1
f@)= §x2—%a¢+1 z>1

Exercice 4

Déterminons la différentielle de chacune des fonctions sui-
vantes :

e Soit la fonction y; = zln(x) — x. Sa différentielle est :
dy, = [z1n(z) — x| dz = In(x)dz

donc,
dy, = In(x)dx

1
e Soit la fonction y2 = In (\/ 1+ x2) =3 In (1+ x2)
Sa différentielle est :

duo — ln(1+x2) l _12 1 d
v2 = 2 S R P
donc,
x
dys = ——d
2T
e Soit la fonction
ys = (22 + 1" = exp[(z 4+ 1) In(2z + 1)]

Sa différentielle est :

{(Qx + l)z—H} I dz

2(x+1)
2¢ + 1

dys =

= <ln(2x +1)+ > exp [(x + 1) In(2z + 1)] dz
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donc,

dys = (ln(2m +1)+1+ ) 2z +1)" T da

1+ 2x

Exercice 5

Soit la fonction définie sur [—1, 4+oo[ par :
flx) =v1i+w
La fonction f est dérivable sur ] — 1,400 et on a :

1
2v/1+x

La tangente a la courbe représentative de f au point 1 est
donné par :

f'(z) =

y = fO+ M) -1)

1
1
- f‘ﬁ PN
3vV2 V2
= Tttt

Etudions maintenant la position du graphe de la fonc-

tion par rapport a cette tangente. Pour cela on va cal-

culer lim1 (f(x) —y). Posons le changement de variables
xr—

=14 h (quand z — 1 alors h — 0). Ainsi,

lim (f(z) ~y) = lim (m \f—Q\l@(w—l)>
= lim (W \@—2\1@0
= 0

Donc, la courbe Cy est au dessous de la tangente au point
1 (en fait la fonction f est concave sur Dy).

Exercice 6

Soit la fonction définie par :
/(@) = In(n(a))
Déterminons le domaine de définition de f, soit,
Dy={zeR/ >0 et In(z)>0}=|1,+o0]
Calculons les dérivées premiere et deuxieme de f :

[In ()]’ 1

f'@) = In(z) :mln(x):(mln(x)rl
f'(@) = —(n(z)+ 1)(zln(z)?
_ —a@+ 1)
(z1n(x))?
Ainsi
P+ A+() (@) = DAL MO

Exercice 7

Déterminions les dérivées n’*™¢ des fonctions suivantes :

e La fraction rationnelle définie par :

1

=2z+1)""
EEE R G

fz) =

est de classe C* sur R — {—7

O)(z) = f(z) = (2 + 1)~
<x> (~1)2(2e + 1)
[(@) = (~1)(~2)22(2x + 1)~ = (~1)22122(20 + 1)

O @) = (-

On constate que :

1)(=2)(—3)2% (2 + 1)~* = (—1)?3123(2¢ + 1)~*

(—1)"nl2"

1" () =
Démonstration par récurrence :
Vérifiation : pour n = 0,

(-nfor2 1

fO) = 2z +1)!  2z+1

= f(z) (vraie)

Hypothése de récurrence : On suppose que la propriété est
vraie a 'ordre n :

(—1)"nl2"

f (@) = @z + )

Démonstration : On montre que la propriété est vraie a
Pordre (n+1) :

(71)n+1(n + 1)!2n+1

FOD(z) = 0z 1)z

FOHD () f(n)) z)

(
(—1)"nl2"(—
(-
(-

D(n+1)2(2z + 1)~ (=1
1)n+1(n+ 1)!2n+1(2x+ 1)—(n+2)

1)n+1(n + 1)!2n+1

(21‘ + )n+2
Conclusion :
[ (x) Qe+ 1) Yn € N.
e La fonction définie par :
g(x) = In(1 + 2z)
est de classe C*° sur } _71, 400 [
99 (x) = g(z) = In(1 + 2z)
2
/
= = 2
§(0) = o =20 (@)

g"(z) =2f" ()
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Ainsi, Vn € N* on a :

g"(@) = 2f" V()
(=1)n=12n=1(p —1)!
(14 2x)"
(-1 12" (n — 1)!
(14 2x)n

e La fonction définie par :
h(z) = 2z +1)"!
est de classe C* sur R.

~ sin =0 alors,

On remarque que :
VneN, [fM(x)=ne” + f(z) = (n+x)e"
Raisonnement par récurrence :
Vérifiation : Pour n =0
fOz) = (04 z)e® = ze® = f(z) (vraie)

Hypothése de récurrence : On suppose que la propriété est
vraie a 'ordre n :

F™ (@) = (n+ z)e”

Démonstration : On montre que la propriété est vraie a
Vordre (n+1) :

h(z) = (2z41) 23:1_‘_ T FO () = (n+ 1+ 2)e”
hO(z) = h(z) En effet,
~ sin =1 alors, f(”+1)(x) _ {f(”)(x)}/
hz) = (z+1)°=1 = "+ (n+x)e”
h(z) = 0 = (n+1+z)e”
~ sin > 1alors h(z) = (22 + 1)" 1 et, Conclusion :
() = 22(n—2)(n—1)2zx+1)"3 f™(z) = (n + x)e” Vn € N.
fO%) = 25m-3)(n—-2)(n-1)Q2z+1)""* ou encore
() = (n+x)e® =0 Vn € N.
f(k) () = 2k(n —E)(n—(k—1)) - (n—1)(2z + 1)n—(k+f;)ar :Calculons la dérivée d’ordre n de la fonction définie

261.23.---(n— (k+1))(n—k)---

12 (n—(k+1))

x (22 + 1)" (kD)

- 2F(n —1) n—(k+1
— m(m + 1) (+D

FO V(@) = 2771123 (n— 2)(n — 1)(2z + 1)°
= 2"_1(71 — 1)!

VO<k<n—1

Exercice 8

a. Qalculons la dérivée d’ordre n de la fonction définie

par :
f(z) = xe”
La fonction f est de classe Cy sur R et
FO@) = fa) = e
flx) = e*+xe® =€+ f(n)
f(x) = "+ f(x)=2e"+ f(x)
@) = 2"+ f'(@) = 3¢" + f(2)
@) = 3¢+ f/(x) = 4e” + f(2)

gla) = (z+1)e”

La fonction g est de classe Cy sur R et

9@ = gla)=(z+1)e"
g = e —(x+1)e ™
= e " —yg(x)

g'(x) = —e " —g'(2)
= —e T —e"+4gx)
= 2 4 g(a)
@) = 2%+ )
= 2 %+e " —g(x)
= 3e " —g(z)
gV (@) = =3¢ —g'(a)
= —3e"—e"+g(x)
—4e™" + g(x)

On remarque que
g™ (@) = ()" e + (-1)"g(x)
= [(-D)""'n+ (-D)"(z+1)]e”

[(=1)"= (*1) (I-n)e™
(an® + by)e”

{ ap = (_l)na
b, = (=1)"(1 —n),

avec
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Raisonnement par récurrence : D’autre part,

4o . _1\k9ok1
Vérifiation : Pour n =0 )y (—1)727E!
- g (x) = s 20 Vk €N

O) = (ggz + by)e ™ = (z+ 1)e ® = g(z) (vraie
g (a0 0) ( ) (=) { ) En appliquant la formule de LEIBNIZ, on trouve :

Hypothése de récurrence : On suppose que la propriété est

vraie a ordre n : f(”)(ac) _ [h(x)g(x)](”)
9 () = ()" + (<)M (L= 1) e = (ana + bu)e™ S e @)
k=0

Démonstration : On montre que la propriété est vraie a
Pordre (n+1) :

¢@) = [ ()= (1) e

= @zt ban)e = CRh(x)g™(2) + CL ()9 (a)

2
= > CnhP(x)g" P ()
k=0

avec,

+Cah" (2)g ") (2)

{ an41 = (_1)n+1
by =(—-1)""1(1—-(n+1))=(-1)"n

2 n n
£ () = n!  x4(—=1)"n!2
En effet, 0!(n —0)! (2z + 1)»+!
/ n! 2z(—1)""Y(n — 1)12n~1
n+1 o n
9" (@) = [g( )(x)} m =1 2z + 1)
= ane ¥ — (apz+by)e " N n! 2(=1)""2(n —2)12"~2
= (—apz+a, —by)e " 2l(n —2)! (2z + 1)1
= (apt12 4+ bpg1)e™ ™ _ 22(=1)"n!2"  z(-1)""1Inl2n
(22 4 1)n+1 2z 4+ 1)
avec N (_1)n—2n!2n—2
{ Upy1 = —a, = —(—1)" = (=1)"*! (2z + 1)1
bny1 = an = by = (=1)" = (=1)"(1 =n) = (=1)"n S G Vi L R N PN YOSy
Conclusi T At2on T 2Qe 1)+ 72z +1)
onclusion : C(c1)r2n2
g™ () = (anx + by)e™® Vn e N (14 22)nHd
avec Ainsi,
{ an, = (-1)" F©)(0) = —2%5! = —960.
bn = (=1)"(1 = n) e La fonction définie par :
M g(x) = (22 +1)In(1 4 2z)
En utilisant la formule de LEIBNIZ, calculons la dérivée est de classe C* sur | 5, +o0o[. On constate que :

d’ordre n des fonctions suivantes :
g(x) =2z +1)In(2x 4+ 1) = f(x)h(z)
e La fraction rationnelle définie par :

ou,
J) = 2r+1 flz)=2z+1 et h(z) = In(1 + 2z)
est de classe C* sur R — {—%} On constate que : D’une part, on a :
z? (0) _ _
f(x) = 5o = hla)g(a) f Exi = fl@)=22+1
fix) =
o, . fB@) = 0 vk > 2
h(z) = 22 et ) =
(@) 9() 2r+1 D’autre part,
D’une part, on a : " (1195 (k — 1)
h(O)(x) _ h(l‘) _ LC2 h (m) = (1 T 2:17)k , VkeN
W(z) = 2z
h'(z) = 2
) () Yk >3
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En appliquant la formule de LEIBNIZ, on trouve :
9"@) = U@h >]<">

= ch
— chf(k)

= Cpf(@)h™(z) + Cpf' (2)n" 1 (x)

(=1)" Y (n —1)12"
2z +1)n
(—=1)"2(n —2)l2n~!

(2z + 1)n—1

)R (2)

JH(z)

= (2z+1)

+2n

(= 1)m2r(n—2)!
= TG T

(—1)2%(n — 2)!

(n—=1))

Ainsi,
g®(0) = —2°31 = —192.
e La fonction définie par :

h(z) = 2?2z + 1)" !

~~ Pourn=0o0n a:

h(z) = et h(z)=h(x)

~» Pour n > 1, la fonction est de classe C*° sur R. On
constate que :

h(z) = 2*(2z +1)" 7" = f(z)g(x)
o,
flz) = 2? et glx)=2z+1)
D’une part, on a :
O@) = fl@)=2"
f’(x) = 2z
@) =
f®B(z) = Vk > 3
D’autre part, VO < k<n —1
*) _ 2¢m—1)!
9M(@) = (n—(k+1))!
9" (z) = 2" (n-1)
g™ (@) = 0

En appliquant la formule de LEIBNIZ, on trouve :
[f(x)g(m)]“”
- Y

= ch

= Cpf(x)g™ (@) + Cpf'(2)g"(2)
+C5 [ (2)g" ) ()

= Cof'(@)g" V(@) + Chf"(x)g" ()

= 2" 2(n —1)!(4x +n(n — 1))

A (z) =

()g" ") (x)

Ainsi,

Exercice 10

Application du théoréeme de ROLLE.

h®)(0) = 234!(20) = 3840.

e Soit la fonction définie sur [—1, 2] par :

B ln(x2+x+1)
f(x)_{ 32— 6

1<

N

1

[\]

1<z <

On a z? + x4+ 1 > 0 car son discriminant A = —3 < 0 et
le coefficient de 2 est positif. Donc la restriction de f &
[—1,1] est la composée de fonctions continues sur [—1, 1].
La restriction de f & [1,2] est un polynéme, donc continue
sur [1,2] et d’une part on a :

lim f(z) = lim In(z? + 2z + 1) = In(3)
r—1— r—1—
d’autre part,

lim = lim (3x —6) = —3

i f(r) = lim (37— 6)

Ainsi, la fonction f n’est pas continue au point 1, et par
suite, on ne peut pas appliquer le théoreme de ROLLE a f
sur [—1,2] méme si on a f(—1) = f(2).

e Soit la fonction définie sur R par :

g(:v) _ ea:473w2+2

f est définie et continue sur [—2, 2], dérivable sur | — 2, 2[

et on a: W
g/(m) _ (4.173 _ GI)ez —3z7+2

De plus g(—2) = g(2) car la fonction est paire. En appli-
quant le théoreme de ROLLE : 3¢ €] —2,2[ tel que ¢’(¢) =0
Or,

Jdx)=0 <= 42> -6x=0
— 22(22° -3)=0
V6

<= szouxz:I:T

ceci est équivalent a dire que le point ¢ vérifiant le théoreme
de ROLLE appliqué & f sur [—2,2] est tel que :

V6 V6
cE {O,—2,2}
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Exercice 11

a. Soit la fonction définie sur R par :
flx)=e"—a—2

f est définie, continue sur le segment [In(2),21In(2)] et
vérifie en plus,

f(n(2)) = ~In(2) < 0,

f(2In(2)) =2 —1n(4) > 0,
Alors, d’apres théoreme des Valeurs Intermédiares, il existe
au moins ¢ €]1In(2), 21n(2)[ tel que f(c) =0, i.e., ¢ = c+2.

ceci veut dire que I’équation e® = 2 + x admet au moins
une solution dans l'intervalle | In(2),21n(2)[. Or,

f(@)=¢"—1>0, V>0

donc f est strictement croissante sur [In(2),21In(2)]. Ainsi,
la solution trouvée de I’équation e* = x + 2 est en fait une
solution unique sur |In(2), 21n(2)].

b. Soit la fonction définie sur R par :
f(z) =1+1n2+2?%) — 3z

f est définie et continue sur R en particulier sur [0, 1] et
vérifie en plus,

£(0)=1+1mn(2) >0,
{ F1)=1+In(3)—3=In(3) —2<0,

Alors, d’apres théoréme des Valeurs Intermédiares, il existe
au moins ¢ €]0, 1] tel que f(c) =0, i.e.,

1+In(2+c*) —3c=0

ceci veut dire que 'équation 1+ In(2 + 22) = 3z admet au
moins une solution dans l'intervalle |0,1[. Or,

2 322 +2z -6

- - 0
24 22 2+ 2 <

f'(=)

(puisque I’équation du numérateur —3z2 + 2x — 6 =
a un discriminant A = —17 < 0 et le coefficient de =
est négatif) ; donc f est strictement décroissante sur |0, 1
Ainsi, la solution trouvée de I'’équation 1+1In(2+2?) = 3z
est en fait une solution unique sur |0, 1[.

0
[

c. Soit la fonction définie sur | — 1, +o0] par :
f(z) =2* +1In(1 + z)

On a f(0) = 0 et supposons que ’équation f(z) = 0 admet
une autre solution z( autre que 0. Sans perte de généralité,
on peut supposer que xg > 0.

La fonction f est définie, continue sur [0, zo] et dérivable
sur ]0, zo[ avec,

1
!
=2 .
R

Comme f(0) = f(xg) alors, d’apres théoréeme de ROLLE,
il existe au moins ¢ €0, zo| tel que

f'(e)=0 ie., 20+1+C:

Ceci étant impossible puisque 2¢ > 0 et %Jrc > 0. D’ou

I'équation 22 +In(1+z) = 0 admet que 0 comme solution.

d. Soit la fonction définie sur R par :
f(x) =23+ 922 — 4

f est continuie sur [0, 4o00[ et vérifie en plus,

Jim  f(z) = +oo,

Alors, d’apres théoréeme des Valeurs Intermédiares, il existe
au moins ¢ €0, +oo tel que f(c) =0, i.e., 3 +9c—4 = 0.
ceci veut dire que I'équation 2% 4+ 922 — 4 = 0 admet au
moins une solution strictement positive. Or,

fl(x) =322 +18x >0, Va>0

donc f est strictement croissante sur R . Ainsi, ’équation
23 + 922 — 4 = 0 admet une unique solution strictement
positive.

Exercice 12

Application du Théoréme des Accroissements Finis (T.A.F.)

a. La fonction définie sur | — 1, +o0[ par :
f(z) =In(1 + x)
est définie, continue sur [z, 2] pour tout z > 0 et dérivable
sur |z, 2z avec, )
F@) =

D’apres T.A.F., il existe au moins ¢ €]z, 2z tel que :

fQ@2x) = f(z) = (22 — 2)f'(¢)

i.e.,
T
In(2 1) -1 1) =
120 +1) ~In(e +1) = 7
ou encore,
20+ 1 T
In =
r+1 1+c¢
Comme,
I<zr<c<2r = 14+z<l4+c<l+4+2z
. 1 < 1 - 1
1+ 2z 14¢ 142z
T T T
= (car z > 0)

142z “14c¢ 1+
x <2x+1> x
= <In <

1+ 2x r+1 1+x

On remarque qu’on a 1’égalité des trois termes au point 0.

D’ou,
T < 2v+1 < x
1422 z+1 14+
b.  La fonction définie sur R par g(x) = e® est définie,

continue sur [0, z] pour tout > 0 et dérivable sur |0, z|
avec, ¢'(z) = e”.

Vx>0,
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1 xT T
o L BETHD e
T—+00 T+ e”

D’apres T.A.F., il existe au moins ¢ €]0, z[ tel que :

_ _ /
9(w) = 9(0) = (= = 0)g'(c) Cette limite est une Forme Indéterminée 22. Or,

i.e., T
T _ c T
e’ — 1 = xe". i [ln(eac + 1) + e;c)]/ i 1 ™ +e
1m = m —F
Comme, T——+00 [I + ex]/ z5 400 1+4e7
O<c<z = 1<e<e” 1
+1

1+e®

= z<ze<ze® (carz >0) m
z—+o0 e T+ 1

= < —1<zxe®

s . . = 1
On remarque qu’on a 1’égalité des trois termes au point 0.
D’Ol\l, D’Ol\l,
V>0, x<e® —1<xe” I In(e® +1) 4 €* 1
im —————— =1.
Ainsi, g ¢ter

Y >0, (z —1)e” +1>0. [ Exercice 14]

Calculons les limites suivantes en appliquant la regle de
I"HOSPITAL.

Déterminons, en cas d’existence, les extremums et les points
d’inflexion des fonctions suivantes :

e La fonction définie par :

_In(1 + sin®(z)) 4 3
- 7 =7 = —
. ili% cos(@) — 1 7 flz)=2"—2"+1

Cette limite est une Forme Indéterminée %. Or, est de classe C* sur R. Pour chercher les extremums de f,
on cherche tout d’abord ses points critiques, i.e., les solu-
2sin(z) cos(x) tions de 'équation f’(z) = 0. On parle ici de la condition

[In(1 + sinz(ac))]l i 1+ sin?(z) nécessaire du premier ordre.
= lim ————~~7
B e 1 AT —sin) Py =0 e 43220

— 2°4r—-3)=0

S ..CO 3
z—0 ] 4 sin ((E) — =0 ou ZL':Z
= -2
Les points critiques de f sont donc (0,1) et (%,f (%))
D’o, L Comme f est deux fois dérivable, on fait appel a la condi-
im In(1 4 sin”(z)) — 9 tion suffisante du deuxieme ordre pour déterminer la na-
z—0 cos(z) — 1 ture de ces points critiques.
o lim © —1+gn(1+x) —? Fla) =0 = 1222 -6z =0
0 v = 6zx(2z-1)=0
Cette limite est une Forme Indéterminée %. 1
— =0 ou z=-_-.
1 2
R I 1=z 0 1o
lim le i n/( +2)] = lim # == v 0 2 4
Bt = T T I I
x convexe concave convexe
. f(x)
4 xT
) [ex - ﬁ} e - (1—-xz)2 0 Comme f' (3) = 0et f” (2) > 0 alors la courbe repésentative
}cliﬂo 322] 31:12% 6 -0 de f, fnotée Cy, présente au point d’abscisse % un minimum
relatif.
/ " 2
' [eI — (1_%)2} e 1-2)3 1 Comme f”(0) = 0 et f”(z) change de signe de part et
i{% T = i{% 6 6 d’autre de 0 alors le point d’abscisse 0 est un point d’in-
flexion de Cy et la courbe au voisinage de 0 étant convexe
Ainsi, pour z < 0 et concave pour x > 0.
. e’ —1+In(l+x) 1
Py 23 76 Comme f” (3) = 0 et f’(z) change de signe de part et

d’autre de % alors le point d’abscisse % est un point d’in-
flexion de Cy et la courbe au voisinage de % étant concave

1 1
pour x < 3 et convexe pour x > 3.

Remarque : On peut utiliser la regle de ’'HOSPITAL au-
tant de fois qu’on veut.
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e La fonction définie par :

o) = %

est de classe C* sur R. Pour chercher les extremums de g,
on cherche tout d’abord ses points critiques, i.e., les solu-
tions de I’équation ¢'(x) = 0. On parle ici de la condition
nécessaire du premier ordre.

T 2

Jd(x)=0 <= 2ze ™ —z%€"=0
= z(2—2)e"=0
—

=0 ou x=2.

Les points critiques de g sont donc (0,0) et (2,4e~2).
Comme g est deux fois dérivable, on fait appel a la condi-
tion suffisante du deuxieéme ordre pour déterminer la na-
ture de ces points critiques.

Jd()=0 <= (2-22)e " (2x—2%)e =0
—= (- 4x—|—2) =0
= 2)2 (V2)2=0
= (r-2-V2)(x—-2+V2)=0
— xz?—i—xf o r=2-2

0 2 -2 2 242

~» f est dérivable sur R\ {1} et

2az(z — 1) — ax?

f (‘T) = (.1? _ 1)2
_ ax(z —2)
(x—1)?
) = (a(z — 2) + ax) (m(;l)l)—4 2ax(x —2)(x — 1)
_ 2ax? — 2ax — 2ax + 2a — 2ax? + dax
a (x—1)°
- 2a
o (z-1)3

Comme z — 1 > 0 pour tout z €]1, 400 alors,

{ sia >0, f estconvexesur]l,+oof

sia <0, f estconcavesur|l,+o0]

Comme z — 1 < 0 pour tout = €] — 0o, 1] alors,

sia >0, f estconcavesur|—o0,1]
sia <0, f estconvexesur]|—o0,1]

xr
g’ (z) + 0 - [} +

f(z) | convexe concave convexe

Comme ¢'(0) = 0 et g”(0) > 0 alors la courbe repésentative
de f, notée Cg4, présente au point d’abscisse 0 un minimum
relatif.

Comme ¢'(2) = 0 et ¢”(2) < 0 alors C, présente au point
d’abscisse 2 un maximum relatif.

Comme g”(2 —v/2) = 0 et g’ (x) change de signe de part
et d’autre de 2 — /2 alors le point d’abscisse 2 — V2 est un
point d’inflexion de C4 et la courbe au voisinage de cepoint
étant convexe pour r < 2— \/5 et concave pour x > 2— \/5

Comme ¢"(2 4+ v/2) = 0 et g”(z) change de signe de part
et d’autre de 2+ /2 alors le point d’abscisse 2+ V/2 est un
point d’inflexion de C4 et la courbe au voisinage de cepoint
étant concave pour r < 2—}—\/5 et convexe pour z > 2+ \/5

Exercice 15

Déterminons pour quelles valeurs du réel a la fonction
définie sur R\ {1} par :

est convexe ou concave.

~ si a =0 alors f(z) =0 et donc f est constante.

’ Un petit test de connaissances‘

Vrai Faux
1. Le domaine de définition de la fonction X
dérivée f' coincide avec celui de f
2. Toute fonction non continue en un point X
est non dérivable en ce point
3. Siune fonction dérivable f est paire sur Dy X
alors sa dérivée f’ est impaire sur D
4. “La dérivée premiere nulle” est une condi- X
tion nécessaire et suffisante d’optimalité
5. La fonction f est concave sur l'intervalle I X

si (—f') est convexe sur [




